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Введение
Соответствие математической модели реальному процессу определяет-
ся как самой моделью, так и точностью расчетов. Построить математиче-
скую модель, адекватную реальной системе, только на основе теоретиче-
ских исследований физических процессов протекающих в системе не пред-
ставляется возможным. Поэтому, одновременно с теоретическими исследо-
ваниями необходимо проводить многочисленные эксперименты по уточне-
нию параметров модели системы. Таким образом для построения адекват-
ной математической модели требуется проведение процедуры идентифика-
ции ее параметров. При решении задачи параметрической идентификации
известна довольно обширная информация о системе. Такая постановка за-
дачи наиболее соответствует реальным условиям проектирования и широко
применяется.
Значительный вклад в развитие этой области внесли работы отечествен-
ных и зарубежных ученых А. Н. Тихонова [1], [2], Ю. Е. Аниконова [3],
Л. Льюнинга [21], Р. Беллмана [4], П. Эйкхоффа [5], Д. Гропа [6] и других.
Теории и методам идентификации параметров моделей транспортиров-
ки природного газа по магистральным и морским газопроводам посвящены
работы Г. Д. Бабе, Э. А. Бондарева, А. Ф. Воеводина, А. М. Каниболотского
[7], [19], Н. Н. Ермолаевой, Г. И. Курбатовой [8], К. Казака [12], А. В. Леж-
нева [11], С. А. Бобровского и др. [9]. В настоящей работе исследуется пара-
метрическая идентификация модели установившегося неизотермического
течения газа по подводному газопроводу. Модель содержит коэффициент
гидравлического сопротивления λ и суммарный коэффициент теплообмена
β газа с окружающей средой, значения которых трудно поддаются измере-
нию. На их величины влияют, как внешние условия — температура окру-
жающей воды, условия обтекания, так и текущее состояние газопровода,
режимы течения.
Указанные коэффициенты меняются во времени в результате выпаде-
ния гидратов, конденсата и вариации внешних условий — сезонного изме-
нения температуры окружающей среды и т. д. Сравнивая коэффициенты
гидравлического сопротивления на разных участках газопровода, получен-
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ные в результате их идентификации, можно определять места засорения
газопровода.
В работе С. А. Бобровского и др. [9] приведены методы определения
коэффициента гидравлического сопротивления по движению скачка дав-
ления газа и изменению расхода на конце газопровода на стадии испы-
тания газопровода. В ряде работ, например в работах А. Ф. Воеводина,
А. М. Каниболотского [10], А. В. Лежнева [11], К. А. Казака [12] исполь-
зуются методы позволяющие проводить процедуру идентификации по тем
данным, которые контролируются в процессе эксплуатации газопроводов.
Идентификация коэффициентов позволяет адаптировать математическую
модель к реальным условиям функционирования газопровода.
Еще одним важным моментом при исследовании течений газа является
вопрос о выборе допустимых значений температуры и давления на входе
в газопровод. В работе исследуется влияние этих параметров на скорость
потока, т. к. существуют ограничения на скорость, связанные с возникнове-
нием в газопроводе вибраций. Вибрации приводят к аварийным ситуациям
на стыках линейных участков с компрессорными станциями.
Цель настоящей работы заключается в определение параметров модели
установившегося неизотермического течения газа по морскому газопрово-
ду. Для достижение этой цели в работе решены следующие задачи.
1. Проведена идентификация коэффициента гидравлического сопротив-
ления и суммарного коэффициента теплообмена математической моде-
ли установившегося течения газовой смеси по морским газопроводам.
2. Исследована область допустимых значений давления и температуры
газа на входе в газопровод.
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Глава 1. Расчет коэффициента гидравлическо-
го сопротивления и суммарного коэффициента
теплообмена по экспериментальным данным
1.1 Математическая модель установившегося течения
газа по морскому газопроводу
Установившийся режим течения является основным режимом работы
газопроводов. Математическая модель установившегося режима течения
газа по морскому цилиндрическому газопроводу, используемая в данной
работе, разработана Курбатовой Г. И., Поповой Е. А., Филипповым Б. В.,
Филипповой В. Б., Филипповым К. Б. Следуя работе [13], запишем матема-
тическую модель установившегося неизотермического течения смеси газов
по морскому газопроводу:
ρu = Q/(pi R2) , (1)
ρu
du
dz
= −dp
dz
− λρu|u|
4R
+ ρg cosα(z) , (2)
cvρu
dT
dz
= −
(
ρTh
(1− δρ) +
cρ2
2(1 + δρ)T 1/2
)
du
dz
+
2β(T ∗ − T )
R
+
λρu2|u|
4R
, (3)
p =
hρT
1− δρ −
cρ2
(1 + δρ)T 1/2
, (4)
при z = 0 : p = pzo, T = Tzo. (5)
Здесь (1) — интеграл уравнения неразрывности, (2) — уравнение движения,
(3) — тепловое уравнение, (4) — уравнение состояния Редлиха — Квонга.
Плотность газа на входе ρz0 определяется из уравнения состояния по из-
вестным давлению pz0 и температуре Tz0 (п. 1.2.1, выражение (38)).
В системе (1)–(5) приняты следующие обозначения: z — координата
вдоль оси газопровода; Q — массовый расход газа; R — внутренний радиус
газопровода; u, ρ, p, T — скорость, плотность, давление, температура газо-
вой смеси соответственно; T ∗ — температура окружающей воды; β — сум-
марный коэффициент теплопередачи, учитывающий три механизма пере-
дачи тепла между потоком газа и окружающей средой, а именно — конвек-
тивный теплообмен между потоком газа и внутренней стенкой газопровода,
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кондуктивный — через слои обшивки и теплообмен между внешней стен-
кой и окружающей водой; λ — коэффициент гидравлического сопротивле-
ния; h = R0/M, M =
∑n
1 ηkmk;
∑n
1 ηk = 1; δ = ΩbR0Tc/Mpc, c =
Ωa(R0)
2T 2,5c /M
2pc — константы в уравнении состояния зависящие от со-
става газовой смеси, mk, ηk — молекулярный вес и доля k-й составляющей
смеси газа из n компонент, Ωa,Ωb — известные константы; pc, Tc — крити-
ческое давление и температура смеси газа заданного химического состава
[14]; R0 — универсальная газовая постоянная; g — ускорение силы тяжести;
α(z) — угол между осью газопровода z и направлением силы тяжести.
Система уравнений модели (1)–(5) может быть разрешена относительно
производных
dρ
dz
,
dT
dz
. В этом случае в безразмерном виде система (1)–(5)
записывается следующим образом (штрихи у безразмерных величин опу-
щены):
ρu = 1 , (6)
dρ
dz
= m1ρ
2 dp
dz
+m2ρ, (7)
dT
dz
=
m4
ρ2
+
(
m5
p
ρ2
+
m7
(1 +m3ρ)T 1/2
)
dρ
dz
+m6(T
∗ − T ) , (8)
p = m8
ρT
1−m3ρ −m9
ρ2
(1 +m3ρ)T 1/2
, (9)
z = 0 : p0 = pxo/px, T0 = Txo/Tx. (10)
В систему (6)–(10) входят безразмерные комплексы m1–m9, которые
выражаются через параметры задачи и характерные величины px, Tx, ρx =
ρ(px, Tx), lx, ux = Q/(piR2ρx) по формулам:
m1 =
px
ρxu2x
, m2 =
λlx
4R
, m3 = δ ρx,
m4 =
λu2xlx
4cvRTx
, m5 =
px
ρxcvTx
, m6 =
2lxβ
ρxcvuxR2
,
m7 =
3cρx
2cvT
3/2
x
, m8 =
hρxTx
px
, m9 =
cρ2x
pxT
1/2
x
.
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Производная
dp
dz
в уравнении (7) может быть найдена из уравнения
состояния Редлиха — Квонга (9):
dp
dz
=
∂p
∂ρ
dρ
dz
+
∂p
∂T
dT
dz
.
С учетом этого, уравнение (7) преобразуется к следующему виду:
dρ
dz
= m1ρ
2
(
∂p
∂ρ
dρ
dz
+
∂p
∂T
dT
dz
)
+m2ρ,
где
∂p
∂T
= m8
ρ
(1−m3ρ) +m9
ρ2
(1 +m3ρ)T 3/2
= fT ,
∂p
∂ρ
= m8
T
(1−m3ρ)2 −m9
ρ(2 +m3ρ)
(1 +m3ρ)2T 1/2
= fρ.
После громоздких, но не сложных выкладок математическая модель
установившегося течения газовой смеси по морскому газопроводу может
быть записана в виде:
dρ
dz
=
f2 + f1f3fT
1− f1fρ − f1f4fT − f1f5fT = F1(ρ, T, λ, β), (11)
dT
dz
= f3 +
(f4 + f5)(f2 + f1f3fT )
1− f1fρ − f1f4fT − f1f5fT = F2(ρ, T, λ, β), (12)
p = fp, u = 1/ρ (13)
с граничным условием (5).
Функции fp, fT , fρ, f1÷ f5 выражаются через безразмерные комплексы
m1 ÷m8 и безразмерные плотность ρ и температуру T по формулам:
fp = m8
ρT
1−m3ρ −m9
ρ2
(1 +m3ρ)T 1/2
,
f1 = m1ρ
2, f2 = m2ρ, f3 = m4
1
ρ2
+m6(T
∗ − T ),
f4 = m5
p
ρ2
= m5
(
m8
T
(1−m3ρ)ρ −m9
1
(1 +m3ρ)T 1/2
)
,
f5 = m7
1
(1 +m3ρ)T 1/2
.
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Функции F1, F2 (правые части дифференциальных уравнений (11), (12))
непрерывны и ограничены в области G:
G : z ∈ [0, L], |ρ−ρz0| ≤ ρ˜, |T−Tz0| ≤ T˜ , |λ−λ0| ≤ λ˜, |β−β0| ≤ β˜.
Величины ρ˜ и T˜ определяются параметрами режима в каждой конкретной
задаче, величина λ0 рассчитывается из закона сопротивления Коулбрука–
Уайта, величина β0 находится по известным априорным оценкам [16], ве-
личины λ˜, β˜ выбираются для определенных условий реализации устано-
вившегося течения газа. Величины ρz0 и Tz0 определяются таким образом,
что давление на входе pz0 = p(ρz0, Tz0) выше критического. Его расчет
приведен в главе 2. Как показали исследования, для режимов представля-
ющих практический интерес, существуют непрерывные частные производ-
ные функций F1 и F2 по ρ, T, λ, β, т. е.
∂Fi
∂λ
,
∂Fi
∂β
,
∂Fi
∂ρ
,
∂Fi
∂T
, i = 1, 2 в области
G. Таким образом, в области G решение системы (11)–(13) с граничным
условием (5) существует и единственно.
В настоящей работе для параметрической идентификации модели (11)–
(13) используется метод квазилинеаризации нелинейных краевых задач.
1.2 Параметрическая идентификация модели на основе
метода квазилинеаризации нелинейных краевых задач
Метод квазилинеаризации был предложен Беллманом и Калабой [4],
[22] для решения краевых задач в теории нелинейных дифференциальных
уравнений. Он представляет собой метод преобразования нелинейной крае-
вой задачи в последовательность линейных задач. Метод применяется как
к дискретным, так и к непрерывным процессам. Идентифицируемые па-
раметры предполагаются постоянными или медленно изменяющимися в
сравнение со скоростью сходимости процедуры идентификации. Для быст-
рой сходимости процедуры необходимо хорошее начальное приближение
идентифицируемых коэффициентов. В рассматриваемых задачах о тече-
нии газа в трубах начальное приближение обеспечивается имеющимися
полуэмпирическими законами сопротивления, основанными на обширном
экспериментальном материале, например, законом Коулбрука–Уайта.
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Достоинством этого метода является его применимость в реальном мас-
штабе времени, т. к. он является итерационным и не требует введения спе-
циальных пробных воздействий. Метод предполагает фиксированное число
измерений и естественным образом распространяется на многоточечные за-
дачи.
Для протяженных трасс, когда внешние условия нельзя считать неиз-
менными вдоль всего газопровода, трасса разбивается на несколько участ-
ков. Предполагается, что на каждом участке изменение искомых коэффи-
циентов λ и β пренебрежимо мало. В этом случае модифицированная ма-
тематическая модель (11)–(13) для каждого участка газопровода записы-
вается в виде:
dρi
dz
=
f˜2 + f1f˜3fT
1− f1fρ − f1f4fT − f1f5fT = F1(ρi, Ti, λi, βi) , (14)
dTi
dz
= f˜3 +
(f4 + f5)(f˜2 + f1f˜3fT )
1− f1fρ − f1f4fT − f1f5fT = F2(ρi, Ti, λi, βi) , (15)
dλi
dz
= 0, (16)
dβi
dz
= 0, (17)
pi = fp, ui = 1/ρi, (18)
Индексом i обозначен номер участка газопровода i = 1, . . . , n− 1, n — чис-
ло участков, z0i — координата начала i-го участка.
Давление pLi и температура TLi на конце каждого участка считаются из-
вестными из эксперимента, плотность ρLi на концах участков определяется
из решения уравнения состояния (9) (пункт 1.2.1). Это позволяет записать
дополнительные условия на границе i-го и (i+ 1)-го участков:
z = z∗i : p(z
∗
i ) = p
L
i = p
0
i+1, T (z
∗
i ) = T
L
i = T
0
i+1. (19)
Функции fρ, fT , fp, f1 ÷ f5 явно выражаются через искомые функции
ρi, Ti и искомые коэффициенты λi, βi, через характерные величины и через
известные параметры модели:
fp = m8
Ti
(1−m3ρi)2 −m9
ρi(2 +m3ρi)
(1 +m3ρi)2T
1/2
i
,
8
fT = m8
ρi
(1−m3ρi) −m9
ρ2i
(1 +m3ρi)T
1/2
i
,
f1 = m1ρ
2
i , f˜2 = m˜2ρiλi,
f˜3 = m˜4
λi
ρ2i
+m6βi(T
∗ − Ti),
f4 = m5
pi
ρ2i
= m5
(
m8
Ti
(1−m3ρi)ρi −m9
1
(1 +m3ρi)T
1/2
i
)
,
f5 = m7
1
(1 +m3ρi)T
1/2
i
,
m1 =
px
ρxu2x
, m˜2 =
lx
4R
, m3 = δ ρx,
m˜4 =
u2xlx
4cvRTx
, m5 =
px
ρxcvTx
,
m6 =
2lx
ρxcvuxR2
, m7 =
3cρx
2cvT
3/2
x
,
m8 =
hρxTx
px
, m9 =
cρ2x
pxT
1/2
x
.
Алгоритм расчета коэффициентов λ и β на
выделенном участке
Опустим у искомых величин индексы, соответствующие номеру участ-
ка. Обозначим плотность, температуру, коэффициент гидравлического со-
противления и коэффициент суммарного теплообмена на i-м участке ρ =
ρi, T = Ti, λ = λi и β = βi соответственно. Как отмечалось выше, на каж-
дом участке газопровода решение системы (14)–(17) сводится к решению
последовательности линейных задач, полученных путем линеаризации мо-
дифицированной системы. Линеаризованная система относительно функ-
ций ρs+1, T s+1 и коэффициентов λs+1, βs+1 в (s+1)-й итерации записывается
в виде:
dρs+1
dz
=
(
∂F1
∂ρ
)
s
(ρ− ρs) +
(
∂F1
∂T
)
s
(T − T s)+ (20)
9
+(
∂F1
∂λ
)
s
(λ− λs) +
(
∂F1
∂β
)
s
(β − βs),
dT s+1
dz
=
(
∂F2
∂ρ
)
s
(ρ− ρs) +
(
∂F2
∂T
)
s
(T − T s)+ (21)
+
(
∂F2
∂λ
)
s
(λ− λs) +
(
∂F2
∂β
)
s
(β − βs),
dλs+1
dz
= 0, (22)
dβs+1
dz
= 0. (23)
Функции ρs, T s и коэффициенты λs, βs известны из решения системы в s-й
итерации.
Можно показать, что искомые коэффициенты входят в правые части
уравнений (14), (15) линейно. Исходя из этого предлагается использовать
линейную аппроксимацию для решения линеаризованной системы. Подоб-
ная аппроксимация была применена в работе О. Ф. Васильева, Э. А. Бон-
дарева, М. А. Кониболовского [10], но для другой системы уравнений. В
связи с тем, что в представленную модель коэффициенты λ и β тоже входят
линейно в работе использована такая же аппроксимация. Таким образом
решение линеаризованной системы (20), (23) предлагается аппроксимиро-
вать, линейными относительно λs+1, βs+1 функциями:
ρs+1(z) = Cs11(z)λ
s+1 + Cs12(z)β
s+1 + Cs1(z), (24)
T s+1(z) = Cs21(z)λ
s+1 + Cs22(z)β
s+1 + Cs2(z). (25)
Функции Cskj(z), C
s
k(z), k, j = 1, 2 подлежат определению.
Уравнения (20), (21) с учетом представления (24), (25) могут быть при-
ведены к системе шести обыкновенных дифференциальных уравнений от-
носительно неизвестных функций Cskj(z), C
s
k(z) для z ∈ [z∗i , z∗i+1]:
dCs11
dz
=
(
∂F1
∂ρ
)
s
Cs11(z) +
(
∂F1
∂T
)
s
Cs21(z) +
(
∂F1
∂λ
)
s
,
dCs21
dz
=
(
∂F2
∂ρ
)
s
Cs11(z) +
(
∂F2
∂T
)
s
Cs21(z) +
(
∂F2
∂λ
)
s
, (26)
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Cs11(z
∗
i ) = 0, C
s
21(z
∗
i ) = 0, (27)
dCs12
dz
=
(
∂F1
∂ρ
)
s
Cs12(z) +
(
∂F1
∂T
)
s
Cs22(z) +
(
∂F1
∂λ
)
s
,
dCs22
dz
=
(
∂F2
∂ρ
)
s
Cs12(z) +
(
∂F2
∂T
)
s
Cs22(z) +
(
∂F2
∂λ
)
s
, (28)
Cs12(z
∗
i ) = 0, C
s
22(z
∗
i ) = 0. (29)
dCs1
dz
=
(
∂F1
∂ρ
)
s
Cs11(z) +
(
∂F1
∂T
)
s
Cs21(z) + (F1)s− (30)
−
(
∂F1
∂ρ
)
s
ρs +
(
∂F1
∂T
)
s
T s +
(
∂F1
∂λ
)
s
λs +
(
∂F1
∂β
)
s
βs,
dCs2
dz
=
(
∂F2
∂ρ
)
s
Cs1(z) +
(
∂F2
∂T
)
s
Cs2(z) + (F2)s− (31)
−
(
∂F2
∂ρ
)
s
ρs +
(
∂F2
∂T
)
s
T s +
(
∂F2
∂λ
)
s
λs +
(
∂F2
∂β
)
s
βs,
Cs1(z
∗
i ) = ρ(z0i), C
s
2(z
∗
i ) = T (z0i). (32)
Граничные условия (27), (29), (32) для искомых функций Cskj, C
s
k следуют
из линейного представления (24), (25) и граничных условий (19). Выраже-
ния для производных
∂Fk
∂ρ
,
∂Fk
∂T
,
∂Fk
∂λ
,
∂Fk
∂β
, k = 1, 2
имеют весьма громоздкий вид и приведены в Приложении. Несмотря на
это, численное решение задачи (26)–(32) не вызывает принципиальных труд-
ностей. В настоящей работе оно было получено методом Рунге –Кутты чет-
вертого порядка. В результате решения системы (26)–(32) находятся иско-
мые функции Cskj(z), C
s
k(z) для z ∈ [z∗i , z∗i+1].
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Дополнительные условия (19) совместно с представлениями (24), (25)
приводят к системе линейных алгебраических уравнений относительно ис-
комых коэффициентов λs+1, βs+1:
ρL = Cs11(z
∗
i+1)λ
s+1 + Cs12(z
∗
i+1)β
s + Cs1(z
∗
i+1),
TL = Cs21(z
∗
i+1)λ
s + Cs22(z
∗
i+1)β
s + Cs2(z
∗
i+1).
Здесь z∗i+1 — конец рассматриваемого i-го участка, значения ρL, TL, как
отмечалось выше, считаются известными из эксперимента. Решение этой
системы имеет вид
λs+1 =
Cs22(L)(ρ
L − Cs1(L))− Cs12(L)(TL − Cs2(L))
Cs11(L)C
s
22(L)− Cs12(L)Cs21(L)
,
βs+1 =
Cs11(L)(TL − Cs22(L))− Cs21(L)(ρL − Cs12(L))
Cs11(L)C
s
22(L)− Cs12(L)Cs21(L)
.
Распределения плотности ρs+1(z) и температуры T s+1(z) в (s + 1)-й
итерации определяются по найденным параметрам λs+1, βs+1 из представ-
ления (24), (25).
Условием окончания итерационного процесса определения параметров
λ, β по представленному алгоритму является выполнение неравенства:
max(ε1, ε2) < ε∗, ε1 =
∣∣∣∣λs+1 − λsλs
∣∣∣∣ , ε2 = ∣∣∣∣βs+1 − βsβs
∣∣∣∣ .
1.2.1 Определение плотности газа по известным температуре и
давлению из уравнения Редлиха — Квонга
Для ряда вычислений, проводимых в настоящей работе, требуется опре-
делить плотность газовой смеси из уравнения состояния (9) по известным
температуре T и давлению p. Уравнение состояния Редлиха — Квонга явля-
ется кубическим относительно ρ. Для его решения используется формула
Кардано [17].
В уравнении состояния (9) проводится замена переменных:
a = pT 1/2, b = pT 1/2δ2, l = hT 3/2, m = hT 3/2δ, n = cδ.
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В результате оно принимает вид:
nρ3 + (m− c+ b)ρ2 + lρ− a = 0.
Обозначим:
s1 = (m− c+ b)/n, s2 = l/n, s3 = −a/n,
ρ = t− s1/3. (33)
После проведенной замены переменных уравнение (9) записывается в виде
неполного кубического уравнения:
t3 + p1t+ q = 0, (34)
p1 =
3s2 − s21
3
, q =
2s21
27
− s1s2
3
+ s3.
Дискриминант этого уравнения имеет вид
D =
(p1
3
)3
+
(q
2
)2
. (35)
При всех практически значимых параметрах давления p и температуры
T газа в системе СИ дискриминант (35) положителен D > 0. При D > 0
уравнение имеет один вещественный корень и два комплексных. Физиче-
ский смысл имеет вещественный корень.
На рис.1.а, 1.б представлены зависимости значений дискриминанта D
от давления и температуры в широком диапазоне их изменения.
Рис.1.а. Зависимость значений дискриминанта от входных параметров p и T .
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Рис.1.б. Зависимость значений дискриминанта от входных параметров p и T .
Решение уравнения (34) ищется в виде t = α + γ. В результате этой под-
становки приходим к равенству
(α3 + γ3) + (3αγ + p1)(α + γ) + q = 0,
которое верно при α, γ, являющимися решениями следующей системы3αγ = −p1,α3 + γ3 = −q, (36)
α, γ являются корнями квадратного уравнения
x2 + qx− p
3
1
33
= 0
и следовательно равны
α3 = −q
2
+
√
q2
4
+
p31
33
, γ3 = −q
2
−
√
q2
4
+
p31
33
,
т.е. выражаются через квадратные корни из дискриминанта (35). Найден-
ные выражения для α3, γ3 позволяют записать общий вид решения t = α+γ
уравнения (34).
t = α + γ =
(
−q
2
+
√
q2
4
+
p31
33
)1/3
+
(
−q
2
−
√
q2
4
+
p31
33
)1/3
.
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В формулу Кардано входят кубические корни, и квадратные корни. В
решение входят только те из них, которые удовлетворяют условию 3αγ =
−p. Поэтому достаточно найти α1, α2, α3 и по ним определить три корня
γ1, γ2, γ3. Как известно, зная корни εk n-й степени из 1, легко найти все
корни ωk n-й степени из заданного комплексного числа z, а именно
ωk = ω0εk, k = 0, 1, . . . , (n− 1),
ω0 = |z|1/n(cosϕ
n
+ isin
ϕ
n
), ϕ = argz.
Корни третьей степени ε0, ε1, ε2 из 1 равны:
ε0 = 1, ε1 = −1
2
+ i
√
3
2
, ε2 = −1
2
− i
√
3
2
Таким образом, корни α1, α2, α3 находятся по формуле
αk = α0εk, k = 0, 1, 2,
α0 = |z|1/3(cosϕ
3
+ isin
ϕ
3
),
z = −q
2
+
√
(
p1
3
)3 + (
q
2
)2, ϕ = arg z.
В рассматриваемом диапазоне изменения температуры и давления дис-
криминант удовлетворяет условию
√
D > q2 , в этом случае имеют место
следующие выражения:
ϕ = 0, α0 = |z|1/3, α1 = α0, γ1 = − p1
3α0
.
Решение уравнения (34) имеет вид
t = α0 − p1
3α0
. (37)
Таким образом из выражений (33), (37) получаем аналитическое представ-
ление для плотности газа:
ρ = α0 − p1
3α0
− s1
3
.
ρ =
∣∣∣∣−(2(hT 3/2δ − c+ pT 1/2δ2)254(cδ)2 − (hT 3/2δ − c+ pT 1/2δ2)hT 3/26(cδ)2 − pT 1/22cδ
)
+
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+((
3(hT 3/2/cδ)− ((hT 3/2δ − c+ pT 1/2δ2)/cδ)2
9
)3
+
+
(
2(hT 3/2δ − c+ pT 1/2δ2)2
54(cδ)2
−
−(hT
3/2δ − c+ pT 1/2δ2)hT 3/2
6(cδ)2
− pT
1/2
2cδ
)2)1/2∣∣∣∣1/3− (38)
−
(
3(hT 3/2/cδ)− ((hT 3/2δ − c+ pT 1/2δ2)/cδ)2
)/(
9×
×
∣∣∣∣−(2(hT 3/2δ − c+ pT 1/2δ2)254(cδ)2 − (hT 3/2δ − c+ pT 1/2δ2)hT 3/26(cδ)2 − pT 1/22cδ
)
+
+
((
3(hT 3/2/cδ)− ((hT 3/2δ − c+ pT 1/2δ2)/cδ)2
9
)3
+
+
(
2(hT 3/2δ − c+ pT 1/2δ2)2
54(cδ)2
−
−(hT
3/2δ − c+ pT 1/2δ2)hT 3/2
6(cδ)2
− pT
1/2
2cδ
)2)1/2∣∣∣∣1/3)−
−hT
3/2δ − c+ pT 1/2δ2
3cδ
.
1.3 Решение тестовых задач
Приведем расчет параметров коэффициента гидравлического сопротив-
ления λ и суммарного коэффициента теплообмена β по представленному
в пункте 1.2 алгоритму для следующего варианта задачи. Рассматрива-
ется модельный газопровод. На входе в газопровод задаются постоянные
температура T 0 = 313,15 К и давление p0 = 20 МПа газа. По этим значе-
ниям T 0, p0 определяется, как показано в пункте 1.2.1, плотность ρ0 газо-
вой смеси на входе. Температура окружающей воды принимается равной
T ∗ = 278,15 К; длина газопровода L = 300 км; массовый расход газовой
смеси Q = 400 кг/с; внутренний радиус R = 0, 5 м.
Рассчитывались значения h, c, δ, µ, ks, cv, характерные для транспор-
тировки по морским газопроводам смеси газов с преобладанием метана
(значения всех параметров приведены с системе СИ):
h = 496, 630658 c = 1219, 54091, δ = 0, 001816, cv = 2000, 0,
16
µ = 0.00001, ks = 1.0 · 10−5.
Трасса газопровода разбивалась на n = 2 участка, длинной 150 ки-
лометров каждый, т. е. z∗1 = 150 км, z∗2 = 150 км. Для апробации мето-
дики идентификации параметров использовалась следующая схема: чис-
ленный эксперимент разделялся на три этапа. На первом этапе была ре-
шена прямая задача, т. е. при заданных коэффициенте гидравлическо-
го сопротивления λ∗ = 0,00829 и суммарном коэффициенте теплообмена
β∗ = 6,18(Вт/(м2 K)) были рассчитаны все характеристики потока — тем-
пература, плотность и давление. На втором этапе в качестве начального
приближения для ρ и T в задаче идентификации использовались данные
полученные на первом этапе. Значения плотности и температуры на кон-
цах участка, полученные с первого этапа, принимались за известные из
эксперимента: T (z∗1) = 283,19 К, T (z∗2) = 278,12 К, ρ(z∗1) = 177,21 кг/м3,
ρ(z∗2) = 170,38 кг/м3. Значения коэффициентов гидравлического сопротив-
ления λ∗ и теплообмена β∗ были искажены и в качестве начальных при-
ближений использовались λ˜ = 100λ∗, β˜ = 2β∗. На третьем этапе данные,
полученные на втором этапе, использовались в задаче идентификации. Та-
ким образом был обеспечен контроль над используемыми в обратной зада-
че данными. Коэффициент гидравлического сопротивления λ∗ для первого
этапа определялся по закону сопротивления Коулбрука–Уайта
1
λ
= −2 lg k
7, 4
+
2, 51
Re
√
λ
при коэффициенте шероховатости k = 10−5 (м).
Для тестового варианта точность ε∗ расчета относительного отклоне-
ния рассчитанных значений λ и β составила ε∗ = 10−4.
Для решения данной задачи была написана и отлажена программа на
языке C++. В таблице 1 приведены значения модуля относительных от-
клонений δλ =
(
λ−λ∗
λ∗
)
и δβ =
(
β−β∗
β∗
)
, рассчитанные в I,. . . ,V итерациях.
На каждой итерации при расчете λ и β пересчитывались значения плот-
ности и температуры. В таблице 2 представлены отклонения δT , δρ «точ-
ных» значений (T, ρ), т. е. рассчитанных из решения прямой задачи харак-
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Таблица 1:
№ участка № итерации
I II III IV V
1 |δλ| 0,0174 0,0338 0,0279 0,0285 0,0285
2 |δλ| 0,2451 0,0053 0,0020 0,0017 0,0017
1 |δβ| 0,0242 0,0083 0,0044 0,0049 0,0049
2 |δβ| 0,0294 0,0277 0,0025 0,0001 0,0001
теристик потока от рассчитанных по процедуре идентификации (Tind, ρind).
|δT | =
(
Tind
T
− 1
)
100%, |δρ| =
(
ρind
ρ
− 1
)
100%.
Таблица 2:
z∗км 50 100 150 200 250 300
|δT |, % 0,004 0,002 0,00 0,004 0,001 0,00
|δρ|, % 0,051 0,041 0,00 0,029 0,017 0,00
Исследовалось влияние на точность расчета λ и β точность измерения
температуры на концах участков. Для этого значения плотности и темпе-
ратуры на концах участка, принимаемые за известные экспериментальные
данные, полученные с первого этапа были намеренно искажены. Расчеты
показали, что погрешность в точности измерений в 0, 5% является допу-
стимой. При большей погрешности итерационный процесс не сходится.
Получаемая точность определения λ и β достаточна для адекватного
расчета основных характеристик потока.
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Глава 2. Исследование влияния давления и тем-
пературы на входе в газопровод на характери-
стики потока
В настоящей главе исследуется влияние давления и температуры на
входе в газопровод на характеристики потока. А именно, рассмотрено вли-
яние давления pz0 и температуры Tz0 (5) на входе в газопровод на величину
суммарного падения давления. При высоких давлениях, когда скорость по-
тока мала, основной вклад в падение давления вносит трение газа о стенки
газопровода. При уменьшении давления, как следует из уравнения состо-
яния (4) падает плотность газа, что в свою очередь для установившихся
режимов течения, как следует из интеграла уравнения неразрывности (1),
приводит к увеличению скорости потока. В результате увеличивается сла-
гаемое отвечающего за трение, что приводит к еще большему падению дав-
ления. При дальнейшем повышении скорости в падение давления вносит
дополнительный вклад инерциальное слагаемое ρu
du
dz
. Проведенные рас-
четы показали, что существует предельное давление на входе p∗z0, которое
приводит к недопустимым режимам, вязаным с резким повышением скоро-
сти потока, т.к. существуют технологические ограничения на ее величину
[15], [20].
Для решения системы уравнений модели неизотермического установив-
шегося течения газа (1)–(4) с варьируемыми граничными условиями (5)
использовался метод Рунге–Кутты 4-го порядка точности. Давление p и
скорость u определялись по найденным величинам плотности ρ и темпера-
туры T из (6), (9). Расчеты по модели (1)–(5) позволяют найти зависимость
критического давления p∗z0 от температуры T на входе в газопровод. Была
отлажена программа на языке С++. Расчеты по программе представлены
далее на рисунках 2, 3.
На рисунке 2 представлено распределение скорости потока u(z) в зави-
симости от давления pz0 на входе при температуре Tz0 = 313 К. Кривая
3 отражает распределение скорости при недопустимом давление на входе,
т. е. давлении ниже критического. Технологические ограничения на ско-
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рость потока составляют 25 м/с [20].
Рис.2 Зависимость скорости потока от изменения давления на входе при темепратуре
Tz0=313 K: 1 — pz0=162 атм; 2 — pz0=125 атм; 3 — pz0=88 атм.
Из рисунка 2 следует, что существует критическое давление p∗z0 на вхо-
де, при котором транспортировка газа при выбранных параметрах процесса
ведет к стремительному нарастанию скорости.
С другой стороны, благоприятным фактором для увеличения плотно-
сти газа, а следовательно для снижения скорости потока, является пониже-
ние температуры на входе. Однако сильно понижать температуру нельзя
из-за возможного выпадения гидратов.
На рисунке 3 представлено распределение скорости потока u(z) в зави-
симости от температуры Tz0 на входе при давление pz0 = 150 атм.
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Рис.3 Зависимость скорости потока от изменения температуры на входе при давление
pz0=150 атм: 1 — Tz0 = 333 K; 2 — Tz0 = 293 K.
Для каждого набора параметров процесса транспортировки существует
нижний предел p∗z0 допустимого давления на входе в газопровод, он зави-
сит от температуры Tz0. Например, для Tz0 = 333 K критическое давле-
ние на входе равно p∗z0 = 113 атм, а при Tz0 = 293 К и при неизменных
остальных параметрах критическое давление на входе составляет величи-
ну p∗z0 = 91 атм.
Таким образом в главе 2 исследована область допустимых значений
давления и температуры на входе в газопровод. Создана программа, поз-
воляющая определять критические значения на входе и рассчитывать все
характеристики установившегося течения газа по подводным газопрово-
дам.
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Заключение
В работе проведено исследование параметрической идентификации ма-
тематической модели неизотермического установившегося течения газа по
подводным газопроводам. Представлен метод идентификации коэффици-
ента гидравлического сопротивления и суммарного коэффициента тепло-
обмена по известным экспериментальным данным. Процедура идентифи-
кации позволяет верифицировать расчет этих параметров и адаптировать
модель к реальным условиям прокладки газопровода. Исследована область
допустимых значений давления и температуры газа на входе в газопровод,
определены критические значения давления, которые приводят к недопу-
стимым режимам, связанным с резким повышением скорости потока.
Приведем основные результаты проведенных исследований.
1. Решена задача идентификации коэффициента гидравлического сопро-
тивления и суммарного коэффициента теплообмена газа с окружающей
средой в модели установившегося неизотермического течения газа по
морским газопроводам.
2. Создана программа, написанная на языке C++, реализующая алго-
ритм идентификации.
3. Приведены результаты исследования необходимой точности задания
экспериментальных данных на концах участков газопровода.
4. Создана программа расчета установившегося режима течения газа, на-
писанная на языке C++.
5. Приведены результаты исследования области допустимых значений дав-
ления и температуры газа на входе в газопровод.
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Приложение
Здесь приведены явные выражения для производных ∂Fk∂ρ ,
∂Fk
∂T ,
∂Fk
∂λ ,
∂Fk
∂β ,
k = 1, 2 входящих в системы (30), (32), (34), (35) главы 2.
Производня ∂F1∂ρ имеет вид:
∂F1
∂ρ
=
(
m2 + 2m1ρ
(
m4
ρ2
+m6(T
∗ − T )
)
×
×
(
m8ρ
1−m3ρ +
m9ρ
2
(1 +m3ρ)T 3/2
)
−
−2m1m4
(
m8ρ
1−m3ρ +
m9ρ
2
(1 +m3ρ)T 3/2
)
ρ−1+
+m1ρ
2
(
m4
ρ2
+m6(T
∗ − T )
)(
m8
1−m3ρ +
m8m3ρ
(1−m3ρ)2+
+2
m9ρ
(1 +m3ρ)T 3/2
− m9m3ρ
(1 +m3ρ)2T 3/2
))
×
×
(
1−m1ρ2
(
m8T
(1−m3ρ)2 −
m9ρ(2 +m3ρ
(1 +m− 3ρ)2√T
)
−
−m1ρ2
(
m8ρ
1−m3ρ +
m9ρ
2
(1 +m3ρ)T 3/2
)
×
×
(
m5
(
m8T
(1−m3ρ)ρ −
m9
(1 +m3ρ)
√
T
)
+
m7
(1 +m3ρ)
√
T
))−1
−
−
(
m2ρ+m1ρ
2
(
m4
ρ2
+m6(T
∗ − T )
)
×
×
(
m8ρ
1−m3ρ +
m9ρ
2
(1 +m3ρ)T 3/2
))
×
×
(
−2m1ρ
(
m8T
(1−m3ρ)2 −
m9ρ(2 +m3ρ)
(1 +m3ρ)2
√
T
)
−
−m1ρ2
(
2
m8m3T
(1−m3ρ)3 −
m9(2 +m3ρ)
(1 +m3ρ)2
√
T
− m9m3ρ
(1 +m3ρ)2
√
T
+
+2
m9ρ(2 +m3ρ)m3
(1 +m3ρ)3
√
T
)
− 2m1ρ
(
m8ρ
1−m3ρ +
m9ρ
2
(1 +m3ρ)T 3/2
)
×
×
(
m5
(
m8T
(1−m3ρ)ρ −
m9
(1 +m3ρ)
√
T
)
+
m7
(1 +m3ρ)
√
T
)
−
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−m1ρ2
(
m8
1−m3ρ +
m8m3ρ
(1−m3ρ)2+
+2
m9ρ
(1 +m3ρ)T 3/2
− m9m3ρ
2
(1 +m3ρ)2T 3/2
×
×
(
m5
(
m8T
(1−m3ρ)ρ −
m9
(1 +m3ρ)
√
T
)
+
m7
(1 +m3ρ)
√
T
)
−
−m1ρ2
(
m8ρ
1−m3ρ +
m9ρ
2
(1 +m3ρ)T 3/2
×
×
(
m5
(
m8m3T
(1−m3ρ)2ρ −
m8T
(1−m3ρ)ρ2 +
m9m3
(1 +m3ρ)2
√
T
)
−
− m7m3
(1 +m3ρ)2
√
T
))(
1−m1ρ2
(
m8T
(1−m3ρ)2 −
m9ρ(2 +m3ρ)
(1 +m3ρ)2
√
T
)
−
−m1ρ2
(
m8ρ
1−m3ρ +
m9ρ
2
(1 +m3ρ)T 3/2
)
×
×
(
m5
(
m8T
(1−m3ρ)ρ −
m9
(1 +m3ρ)
√
T
+
m7
(1 +m3ρ)
√
T
))−2
.
Производня ∂F1∂T имеет вид:
∂F1
∂T
=
(
−m− 1ρ2m6
(
m8ρ
1−m3ρ +
m9ρ
2
(1−m3ρ)T 3/2
)
−
−3/2m1ρ4
(
m4
ρ2
+m6(T
∗ − T )
)
m9(1 +m3ρ)
−1T−5/2
)
×
×
(
1−m1ρ2
(
m8T
(1−m3ρ)2 −
m9ρ(2 +m3ρ)
(1−m3ρ)2
√
T
)
−
−m1ρ2
(
m8ρ
(1−m3ρ) +
m9ρ
2
(1 +m3ρ)T 3/2
×
×
(
m5
(
m8T
(1−m3ρ)
√
T
)
+
m7
(1−m3ρ)
√
T
))−1
−
−
(
m2ρ+m1ρ
2
(
m4
ρ2
+m6(T
∗ − T )
)
×
×
(
m8ρ
1−m3ρ +
m9ρ
2
(1−m3ρ)T 3/2
)
+
+3/2m1ρ
4m9
(
m− 5
(
m8T
(1−m3ρ)ρ −
m9
(1 +m3ρ)
√
T
)
+
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+
m7
(1−m3ρ)
√
T
)
(1−m3ρ)−1T−5/2−
−m1ρ2
(
m8ρ
1−m3ρ +
m9ρ
2
(1−m3ρ)T 3/2
)
×
×
(
m5
(
m8
(1−m3ρ)ρ + 1/2
m9
(1−m3ρ)T 3/2
)
−
−1/2 m7
(1−m3ρ)T 3/2
))
×
×
(
1−m1ρ2
(
m8T
(1−m3ρ)2 −
m9ρ(2 +m3ρ)
(1−m3ρ)2
√
T
)
−
−m1ρ2
(
m8ρ
1−m3ρ +
m9ρ
2
(1−m3ρ)T 3/2
)
×
×
(
m5
(
m8T
(1−m3ρ)ρ −
m9
(1−m3ρ)
√
T
)
+
m7
(1−m3ρ)
√
T
))−2
Производня ∂F2∂ρ имеет вид:
∂F2
∂ρ
= −2m4
ρ3
+m5
m8Tm3
(1−m3ρ)2ρ −
m8T
(1−m3ρ)ρ2 +
m9m3
(1−m3ρ)2
√
T
−
− m7m3
(1−m3ρ)2
√
T
(
m2ρ+m1ρ
2
(
m4
ρ2
+m6(T
∗ − T )
)
×
×
(
m8ρ
1−m3ρ +
m9ρ
2
(1−m3ρ)T 3/2
))
×
×
(
1−m1ρ2
(
m8T
(1−m3ρ)2 −
m9ρ(2−m3ρ)
(1−m3ρ)2
√
T
)
−
−m1ρ2
(
m8ρ
1−m3ρ +
m9ρ
2
(1 +m3ρ)T 3/2
)
×
×
(
m5
(
m8T
(1−m3ρ)ρ −
m9
(1 +m3ρ)
√
T
)
+
m7
(1 +m3ρ)
√
T
))−1
+
+
(
m5
(
m8T
(1−m3ρ)ρ −
m9
(1 +m3ρ)
√
T
)
+
m7
(1 +m3ρ)
√
T
)
×
×
(
m2 + 2m1ρ
(
m4
ρ2
+m6(T
∗ − T )
)
×
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×
(
m8ρ
1−m3ρ +
m9ρ
2
(1 +m3ρ)T 3/2
)
−
−2m1m4
(
m8ρ
1−m3ρ +
m9ρ
2
(1 +m3ρ)T 3/2
)
ρ−1+
+m1ρ
2
m4ρ2 +m(T ∗−T ))×
×
(
m8
1−m3ρ +
m8ρ3
(1−m3ρ)2+
+2
m9ρ
(1 +m3ρ)T 3/2
− m9ρ
2m3
(1 +m3ρ)2T 3/2
))
×
×
(
1−m1ρ2
(
m8T
(1−m3ρ)2 −
m9ρ(2 +m3ρ)
(1 +m3ρ)2
√
T
)
−
−m1ρ2 m8ρ
1−m3ρ +
m9ρ
2
(1 +m3ρ)T 3/2
)
×
×
(
m5
(
m8T
(1−m3ρ)ρ −
m9
(1 +m3ρ)
√
T
)
+
m7
(1 +m3ρ)
√
T
))−1
−
−
(
m5
(
m8T
(1−m3ρ)ρ −
m9
(1 +m3ρ)
√
T
)
+
m7
(1 +m3ρ)
√
T
)
×
×
(
m2ρ+m1ρ
2
(
m4
ρ2
+m6(T
∗ − T )
)(
m8ρ
1−m3ρ +
m9ρ
2
(1 +m3ρ)T 3/2
))
×
×
(
−2m1ρ
(
m8T
(1−m3ρ)2 −
m9ρ(2 +m3ρ)
(1 +m3ρ)2
√
T
)
−
−m1ρ2
(
2
m8Tm3
(1−m3ρ)3 −
m9(2 +m3ρ)
(1 +m3ρ)2
√
T
− m9ρm3
(1 +m3ρ)2
√
T
+
+2
m9ρ(2 +m3ρ)m3
(1 +m3ρ)3
√
T
− 2m1ρ
(
m8ρ
1−m3ρ +
m9ρ
2
(1 +m3ρ)T 3/2
)
×
×
(
m5
(
m− 8T
(1−m3ρ)ρ −
m9
(1 +m3ρ)
√
T
)
+
m7
(1 +m3ρ)
√
T
)
−
−m1ρ2
(
m8
1−m3ρ +
m8ρm3
(1−m3ρ)2 + 2
m9ρ
(1 +m3ρ)T 3/2
−
− m9ρ
2m3
(1 +m3ρ)2T 3/2
)(
m5
(
m8T
(1−m3ρ)ρ −
m9
(1 +m3ρ)
√
T
)
+
29
+
m7
(1 +m3ρ)
√
T
)
−m1ρ2
(
m8ρ
1−m3ρ +
m9ρ
2
(1 +m3ρ)T 3/2
)
×
×
(
m5
(
m8Tm3
(1−m3ρ)2ρ −
m8T
(1−m3ρ)ρ2 +
m9m3
(1 +m3ρ)2
√
T
)
−
m7m3
(1 +m3ρ)
√
T
))(
−m− 1ρ2
(
m8T
(1−m3ρ)2 −
m9ρ(2+m3ρ)
(1+m3ρ)2
√
T
)
−
−m1ρ2
(
m8ρ
1−m3ρ +
m9ρ
2
(1 +m3ρ)T 3/2
)
×
×
(
m5
(
m8T
(1−m3ρ)ρ −
m9
(1 +m3ρ)
√
T
)
+
m7
(1 +m3ρ)
√
T
))−2
.
Производня ∂F2∂T имеет вид:
∂F2
∂T
= −m6 +
(
m5
(
m8
(1−m3ρ)ρ + 1/2
m9
(1 +m3ρ)T 3/2
)
−
−1/2 m7
(1 +m3ρ)T 3/2
)(
m2ρ+m1ρ
2
(
m4
ρ2
+m6(T
∗ − T ) )×
×
(
m8ρ
1−m3ρ +
m9ρ
2
(1 +m3ρ)T 3/2
))
×
×
(
1−m1ρ2
(
m8T
(1−m3ρ)2 −
m9ρ(2 +m3ρ)
(1 +m3ρ)2
√
T
)
−
−m1ρ2
(
m8ρ
1−m3ρ +
m9ρ
2
(1 +m3ρ)T 3/2
)
×
×
(
m5
(
m8T
(1−m3ρ)ρ −
m9
(1 +m3ρ)
√
T
)
+
m7
(1 +m3ρ)
√
T
))−1
+
+
(
m5
(
m8T
(1−m3ρ)ρ −
m9
(1 +m3ρ)
√
T
)
+
m7
(1 +m3ρ)
√
T
)
×
×
(
−m1ρ2m6
(
m8ρ
1−m3ρ +
m9ρ
2
(1 +m3ρ)T 3/2
)
−
−3/2m1ρ4
(
m4
ρ2
+m6(T
∗ − T )
)
m9(1 +m3ρ)
−1T−5/2
)
×
×
(
1−m1ρ2
(
m8T
(1−m3ρ)2 −
m9ρ(2 +m3ρ)
(1 +m3ρ)2
√
T
)
−
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−m1ρ2
(
m8ρ
1−m3ρ +
m9ρ
2
(1 +m3ρ)T 3/2
)
×
×
(
m5
(
m8T
(1−m3ρ)ρ −
m9
(1 +m3ρ)
√
T
)
+
m7
(1 +m3ρ)
√
T
))−1
−
−
(
m5
(
m8T
(1−m3ρ)ρ −
m9
(1 +m3ρ)
√
T
)
+
m7
(1 +m3ρ)
√
T
)
×
×
(
m2ρ+m1ρ
2
(
m4
ρ2
+m6(T
∗ − T )
)
×
×
(
m8ρ
1−m3ρ +
m9ρ
2
(1 +m3ρ)T 3/2
))
×
×
(
m1ρ
2
(
m8
(1−m3ρ)2 + 1/2
m9ρ(2 +m3ρ)
(1 +m3ρ)2T 3/2
)
+
+3/2m1ρ
4m9
(
m5
(
m8T
(1−m3ρ)ρ −
m9
(1 +m3ρ)
√
T
)
+
+
m7
(1 +m3ρ)
√
T
(1 +m3ρ)
−1T−5/2−
−m1ρ2
(
m8ρ
1−m3ρ +
m9
(1 +m3ρ)T 3/2
)
×
×
(
m5
(
m8
(1−m3ρ)ρ + 1/2
m9ρ
2
(1 +m3ρ)T 3/2
)
−
−1/2 m7
(1 +m3ρ)T 3/2
))
×
×
(
1−m1ρ2
(
m8T
(1−m3ρ)2 −
m9ρ(2 +m3ρ)
(1 +m3ρ)2
√
T
)
−
−m− 1ρ2
(
m8ρ
1−m3ρ +
m9ρ
2
(1 +m3ρ)T 3/2
)
×
×
(
m5
(
m8T
(1−m3ρ)ρ −
m9
(1 +m3ρ)
√
T
)
+
m7
(1 +m3ρ)
√
T
))−2
.
Производня ∂F1∂λ имеет вид:
∂F1
∂λ
=
(
m2ρ+m1m4
(
m8ρ
1−m3ρ +
m9ρ
2
(1−m3ρ)T 3/2
)/
(1−
−m1ρ2
(
m8T
(1−m3ρ)2 −
m9ρ(2 +m3ρ)
(1−m3ρ)T 1/2
)
−
31
−m1ρ2
(
m8ρ
1−m3ρ + fracm9ρ
2(1−m3ρ)T 3/2
)
×
×
(
m5
(
m8T
(1−m3ρ)2 −
m9
(1−m3ρ)T 1/2
)
+
m7
(1 +m3ρ)T 1/2
))
.
Производня ∂F1∂β имеет вид:
∂F1
∂β
=
(
m1ρ
2m− 6β(T − T ∗)
(
m8ρ
1−m3ρ +
m9ρ
(1 +m3ρ)T 3/2
))/
(1−
−m1ρ2
(
m8T
(1−m3ρ)2 −
m9ρ(2 +m3ρ)
(1−m3ρ)T 1/2
)
−
−m1ρ2
(
m8ρ
1−m3ρ + fracm9ρ
2(1−m3ρ)T 3/2
)
×
×
(
m5
(
m8T
(1−m3ρ)2 −
m9
(1−m3ρ)T 1/2
)
+
m7
(1 +m3ρ)T 1/2
))
.
Производня ∂F2∂λ имеет вид:
∂F2
∂λ
=
m4
ρ2
+
(
m5
(
m8T
(1−m3ρ)ρ −
m9
(1−m3ρ)T 1/2
)
+
+
m7
(1 +m3ρ)T 1/2
)(
m2ρ+m1m4
(
m8ρ
1−m3ρ+
+
m− 9ρ2
(1m − 3ρ)T 3/2
)))/(
1−m1ρ2
(
m8T
(1−m3ρ)2−
− m9ρ(2 +m3ρ)
(1−m3ρ)2T 1/2
)
−m− 1ρ2
(
m− 8ρ
(1−m3ρ) +
m9ρ
2
(1 +m3ρ)T 3/2
×
×
(
m5
(
m8T
(1−m3ρ)ρ −
m9
(1−m3ρ)T 1/2
)
+
m7
(1 +m3ρ)T 1/2
))
.
Производня ∂F2∂β имеет вид:
∂F2
∂β
= m6(T
∗ − T ) +
(
m5
(
m8T
(1−m3ρ)ρ −
m9
(1−m3ρ)T 1/2
)
+
+
m7
(1 +m3ρ)T 1/2
)
m1ρ
2m6(T
∗ − T )
(
m8
1−m− 3ρ+
+
m9
(1−m3ρ)T 1/2
)/(
1−m− 1ρ2
(
m8T
(1−m3ρ)2−
32
− m9ρ(2 +m3ρ)
(1−m3ρ)2T 1/2
)
−m− 1ρ2
(
m− 8ρ
(1−m3ρ) +
m9ρ
2
(1 +m3ρ)T 3/2
×
×
(
m5
(
m8T
(1−m3ρ)ρ −
m9
(1−m3ρ)T 1/2
)
+
m7
(1 +m3ρ)T 1/2
))
.
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